Corrigé du partiel, mars 06
Exercice 1

Les réponses sont synthéthisées dans le tableau suivant :

Justification:

e ligne 1 :

(1,1) et (1,4) : on a vu en cours que T} et Ty sont des tribus.

(1,2) et (1,3) : les parties T» et T3 ne sont pas stables par passage au complémentaire. Ce
ne sont donc pas des tribus. Les questions 2 et 3 ne s’appliquent donc pas dans ce cas.

e ligne 2 :La fonction f prend les valeurs 0 et 1, et pour tout borélien A € B(R), on a :

f7HA) ={0,1}si A>0et AF1,
TR A) ={2}siAFO0et A1,
fTHA) =0si AF0et AF1,
fTHA) =EsiA>0et A3 1.

On en déduit que f est mesurable de E, T, dans (R, B(R)), mais pas de E,T; dans (R, B(R))
(car, par exemple, f~1({1}) = {2} € T1).

e ligne 3 : L’application m est bien une mesure sur (E,T}) ou (F,Ty). En effet, on a bien
m(0) =0, et si A et B € Ty ou Ty sont tels que AN B = (), alors card({k € AU B,k pair }) =
card({k € A pair })+ card({k € B,k pair }). Remarquons que comme l’ensemble est fini, la
propriété de o—additivité revient ici a la propriété d’additivité.

Exercice 2

Supposons d’abord qu’il existe A tel que f, converge uniformément vers f sur A lorsque
n — +00, et montrons que ||f, — f|lco — 0 lorsque n — +o00. Posons

M, = sup |fa(x) — f(2)|.
TEAC

Il est clair que |f,(x) — f(z)] < M, pour tout x € A° ; or A est de mesure nulle, et on a donc :
My €{C;|fn = fI<Cpp. },

et donc :
an - fHoo = inf{c§ |fn - f| < C’p.p.} < M,

Or par hypothese,

M,, = sup |fu(z) — f(x)| — 0 lorsque n — +oo.
rEAC

On en déduit que
”fn - fHoo — 0 lorsque n — +o0.

Réciproquement, supposons maintenant que || f,, — f|lco — 0 lorsque n — 4o00. Remarquons
dans un premier temps que pour toute fonction mesurable g de E dans R, on a : |g] < [|g]l~
p.p..



En effet, par définition de || - ||, il existe une suite décroissante (Cj)ren de réels positifs
ou nuls tels que |g| < Cy p.p., i.e. il existe By tel que |g(x)| < Ck pour tout x € A, avec
m(By) = 0. Soit B = UgenByg. On a donce : [g(x)| < Cf, VY € B¢ et m(B) = 0. On en déduit
par passage a la limite sur k que

l9(2)| < llglloe, Y € AT,

et donc que [g] < [|g/[os P-P--
En appliquant ce résultat a f,, — f, on en déduit en particulier qu’il existe B,, de mesure nulle

tel que |fn(z) — f(z)| < [|fn = fllcVe € By, et donc que sup,epe [fo(@) = f(@)] < [[fn = flloo-
Soit A = UpenBy, alors m(A) = 0 et sup,e e |fn(z) — f(2)| < |[fn — flloo- et La suite (fn)nen
converge donc uniformément vers f sur A°.

Exercice 3

1. Soit n € N*. Soient E = {1,...,n}, T = P(E), et m la mesure de dénombrement, définie
par :

m(A) =card(4) (AeT).

Alors (E,T,m) est un exemple d’espace mesuré ayant la propriété de 1'énoncé, puisque
pour tout z € E, m({z}) = 1.

2. (a) Ona
{faéO}:U( A)
p=1 \n=1

de sorte qu'il suffit, pour montrer que {f # 0} est dénombrable, de prouver que
chaque A, ,, l'est.

Montrons qu’en fait, chaque A, ,, est fini. Si, pour p,n € N* fixés, A4, , comporte une
infinité d’éléments, alors pour tout k € N*, il existe k éléments z1,...,x; de Ay,
deux a deux distincts. On a alors :

k
/Ifldm z/ £l dm Z/Iflzl{zl}dm
{331,---711%} =1

puisque les x; sont deux & deux distincts. Or, |f] Zle Ly = Zle |f(z1)[1z,y €t
par conséquent,

k
[ 1f1dm = 3 f@lm(fe)) = -
=1

puisque pour tout [ € {1,...,k}, z; € A,,. Cela impose [ |f|dm = +oo et contredit
I'intégrabilité de f.

(b) Ona:
/fdm:/f+dm—/f_dm:/f+1{f¢0}dm—/f_l{#O}dm-

Or, les x,, sont distincts, donc

f+1{f7£0} - f+ Z 1{a:n} = Z f+(xn)1{xn}
n=1 n=1



La suite ( F(zp) {mn}) étant une suite de fonctions mesurables positives, la suite
des sommes partielles (37 _; f*(zn)1z,})pen est donc une suite croissante de fonc-
tions mesurables positives : on obtient donc grace au théoréme de convergence de
convergence monotone :

[ 1y dm =Y [ 1 @)1, dm= 3 £ @m({an))
n=1 n=1

De méme, on a : [ f~1pzopdm =3 0" f~ (zn)m({z,}), et ainsi
[ =" fam(lan)).
n=1

On a également |f| € LL(E,T,m) ; de plus, {|f| # 0} = {f # 0}, donc en appliquant
le résultat ci-dessus a |f|, on obtient :

/ Fldm =S [f @) m({za)),
n=1

et par conséquent la série > f(z,)m({x,}) est absolument convergente.

Exercice 4

1. Si f et g sont quasi-intégrables, f 4 g n’est pas nécessairement quasi-intégrable (prendre
(B,T,m) = (R,B(R),\), f = 1[0,+oo[ et g = _1]700,0[ ;onaalors [~ = g+ =Y (f+g)+ =
fet(f+9)~=-g).

On peut également avoir f, g et f + g quasi-intégrables, mais [ fdm + [ gdm non défini
(prendre par exemple (E,T,m) = (R,B(R),\), f=1etg=—1;alors f- =¢g" = f+g=
0, mais [ fdm =+oo et [ gdm = —o0).

On vérifie toutefois facilement que si f et g sont quasi-intégrables, et si [ fdm + [ gdm
est défini, alors f + g est quasi-intégrable et

[tr+gyam= [ ram+ [gam.

On vérifie également aisément que si f est quasi-intégrable et si @ € R, alors af est
quasi-intégrable et
/(af)dm:a/fdm.

Si f et g sont quasi-intégrables et si f < g, alors f+ < g™ et f~ > g, de sorte que
Jffdm < [gtdmet [ f~dm > [g~ dm, dou il résulte que

/fdmé/gdm-

2. Supposons que (f,) soit croissante et que f;;” soit intégrable. On a :

/fndm=/f,fdm—/fndm (n € N).



La suite (f,7) est une suite croissante de fonctions positives et mesurables, donc par le
théoreme de convergence monotone,

li +dm = lim fF :
Jim [ S dm / <nirfoo fn> dm
On a:
0<fo<fy (meN), (1)

avec f, € L. De plus, lim, 1 f, est définie partout et appartient & M. Il en résulte
par le theéoréme de convergence dominée, que lim,, ., f, € L' et

li L dm = li L | dm.
i [ rzan= [ (i sz ) i

Notons f = lim,— 4o fn- On a f € M, et l'on vérifie facilement que

lim f7=f" et lim f, =f".

n—-+00 n— 00

Alors (1) montre que 0 < f~ < f;7, d’ou il résulte que f~ € L', et par conséquent f est
quasi-intégrable. En outre,

ngrfoo/fndm:/f+dm—/f_dm:/fdm.

Si maintenant (f,,) est décroissante et si f;~ est intégrable, le résultat voulu s’obtient en
appliquant ce qui précede a la suite (—f,,) (remarquer que (—fo)~ = fi € £Y).

. Supposons que pour tout n € N, f, > g, ou g € L. Alors pour tout n € N, 0< f, < g~,
donc f, est quasi-intégrable.

Pour n € N, posons g, = infy>, fz. On a g, > g, donc 0 < g,; < g™, et par conséquent
gn est quasi-intégrable. Pout tout k > n, g, < fi, donc d’apres la question 1, [ g, dm <
[ fr dm. 11 en résulte que pour tout n € N,

/gn dm < lim inf/fk dm. (2)
k—4o00

Or, (gn) est une suite croissante de fonctions quasi-intégrables. De plus, on a supposé que
liminf, 1o fr = lim, 4o gn est & valeurs réelles. Enfin, g, est intégrable (on a vu que
0<g, <g7). La question 2 montre donc que liminf, | f, est quasi-intégrable et que

lim gndm = / liminf f,, dm,
n—-4o00

n—-4oo

ce qui, vu (2), donne le résultat souhaité.

Si maintenant on a, pour tout n € N, f, < g avec g € £, le résultat voulu s’obtient en
appliquant ce qui précede a la suite (—fp,).



