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Exercice 1

Soit (E,T) un espace mesurable.

1. Soit m une application o-additive de T' dans IR.

(a)

Montrer que m(0) = 0.

corrigé
Voir polycopié page 25, définition de la mesure signée. Noter qu’il faut utiliser le fait que m
est finie, car si m est infinie, le fait que m(f) = @ > 0 ne contredit pas (2.10).

On définit l'intégrale par rapport a m d’une fonction caractéristique 14 d’un élément A
de T par [1ladm = m(A). On définit ensuite l'intégrale d’une fonction étagée positive
f =Y. yaila, par [ fdm = >, | y im(A;). Cette définition a-t-elle un sens (justifier
bri‘evemenﬁ)? Peut-on alors définir l’intégrale des fonctions mesurables positives par passage a
la limite?

corrigé
Oui, il s’agit d’une somme finie de termes finis (car m est finie), donc méme si les termes ne
sont pas tous positifs, cette définition a un sens.

Peut-on alors définir I'intégrale des fonctions mesurables positives 7
corrigé

Une mesure signée n’est pas monotone, c.a.d. que la propriété m(A) < m(B) si A C B n’est
pas vérifiée. Du coup, I'intégrale définie précédemment n’est pas non plus monotone, et donc
si on prend une suite croissante de fonctions étagées positives, la suite des intégrales n’est pas
forcément monotone, et donc n’admet pas forcément de limite. On ne peut donc pas passer a
la limite sur les intégrales des fonctionsétagées positives.

On suppose maintenant que m est une mesure positive sur 7. Pour chacune des hypothéses
suivantes sur f :

i feéy,

ii. feMy,

iii. feM,

iv. feLi(BE,T,m),
v. f€LL(E,T,m),

examiner la véracité de chacune des assertions suivantes (justifier brievement les réponses) :

/fdm =0 si et seulement si f = 0. (1)

/fdm = 0 si et seulement si f =0 p.p. (2)



/ | fldm = 0 si et seulement si f = 0. (3)

/|f|dm = 0 si et seulement si f =0 p.p. (4)

corrigé
Sif e &4, ousi f € My, les assertions (2) et (4) sont vraies, car dans ce cas la fonction est
positive (pour (2)), et 'intégrale ne voit pas les ensembles de mesure nulle. Par contre (1) et (3)

sont fausses, il suffit de prendre par exemple pour m la mesure de Lebesgue et pour f la fonction
qui vaut 1 en 0 et 0 partout ailleurs.

Si f € M, alors |f|] € M, donc lassertion (4) est encore vérifiée, par contre I'assertion 2 ne
Pest pas puisque 'intégrale de f n’est méme pas définie. .. Les assertions (1) et (3) sont également
fausses, pour (1) l'intégrale n’est pas définie, et pour (3), pour la méme raison que si f € &;.

Si f € Lz (E,T,m), 1a encore seule I'assertion (4) est vérifiée (on rappelle que || - [|; est une semi-
norme sur L, (B, T,m)) Enfin si f € Lz (E, T, m), assertion (3) est vérifiée car ||-||; est une norme
sur Liy (E,T,m)), et par confusion entre la classe f dans Li; (E,T,m), et un repésentant encore
noté f de la classe dans E}R(E, T,m), on peut aussi écrire, par abus de notation, ’assertion (4).

Exercice 2

Soit m une mesure sur la tribu des boréliens B(IR). Pour tout intervalle I de IR et tout « € IR, on note
I+z={yeR;3zel;y==z+xa}.. On suppose que la mesure m est telle que :

Pour tout intervalle I de IR et tout € R,m(I) = m(I + x) (5)

et
m([0,1]) =1 (6)

1. Montrer que m({z}) = m({y}), pour tout (z,y) € R?.
corrigé

Soient x et y € IR. On prend I = {0} (I est bien un intervalle) de sorte que I + 2 = {a} et
I+y={y}. Onaalorsa =m({0}) =m) =mI +z) =m{z}) =m{I +y) =m{y}). On a
donc montré que m({z}) = m({y}) = « pour tout z,y € R.

2. En déduire que m({z}) = 0, pour tout = € R.
corrigé

Pour montrer que a = 0, il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant la o-additivité de m :
o0 1 o0
L=m([0,1)) > > m({=}) =} o
n=1 n=1

On en déduit aw = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal & +oo et I'inégalité

est alors fausse)



3. Soit n € IN*. Montrer que m([0,1]) = L.

‘n

corrigé
On a donc bien montré que m({z}) = 0 pour tout € IR. Ceci donne, en particulier que 1 =
m([0,1]) = m([0,1[) + m({1}) = m([0, 1]).
Soit maintenant ¢ € IN*. On a m([%, %[) = m(]0, %[) pour tout i € {0,...,q — 1}, car [%, %[:
[0, %[—i—%. On en déduit :
qg—1 ..
1 1+ 1 1
L=m([0,1]) =Y _m([-, [) = am([0, =),
—~" g q
1y 1
et donem([0, 7[) = -
4. En déduire que m est la mesure de Lebesgue. corrigé
la question 2, on déduit que pour tout x € R, m([x,x + %[) = %, car [z, x + %[: [0, %H’IE.
En utilisant I’additivité de m, on a donc, pour tout p € IN* :
p—1 ..
P 1 1+1 p
m([0,=]) = m(]-, ==-. 7
(.50 ;([q U (7)

De (7), on va déduire m([a, B]) = 8 — a pour tout o, 5 € R t.q. o < . En effet, soit o, € R
t.q. a < B. Comme [a,f[= [0,7[+a, avec v = 3 — «, on a m([a, B]) = m([0,v[). Il existe
alors deux suites (7, )nen C Q7 et (sp)new C QF t.q. 7, T v et s, | v quand n — co. Comme
[0, 7,[C [0,7[C [0, sn[, on a, grace a (7), r, = m([0,7n[) < m([0,7]) < m([0, sn[) = sn. Eh faisant
n — oo, on en déduit que m([0,~[) = v et donc m([e, B]) = 6 — .

Enfin, comme m({a}) = 0, on a aussi

m(Ja, B]) = 8 — «, pour tout o, 5 € R, a < S3.

La partie “unicité” du théoreme de Carathéodory donne alors m = .

Exercice 3 (Convergence essentiellement uniforme et convergence presque uniforme)

Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # (), on pose
|| flloo =inf Af. Si Ay =0, on pose || f]le = c0.

1. Soit f € M t.q. Ay # 0. Montrer que |f| < ||f]ls p-p- et donc que || flls € Ay.
corrigé

Comme Ay # 0 et || f|loc = inf Ay, il existe une suite (an)newn C Af t.q. apn | || f]lec quand n — oo.
Soit n € IN, de a,, € Ay on déduit qu'il existe B,, € T t.q. m(B,) = 0 et |f(z)| < a, pour tout
T € By

On pose B = UpewBy. On a done B € T et, par g-additivité de m, m(B) = 0 (car m(B) <
> new M(Br)). Enfin, pour tout z € B = Nyew By;, on a |f(x)| < a, pour tout n € IN. En faisant
n — oo, on en déduit que |f(z)| < [|f|loe. On a donc |f| < ||f|loc P-p.; Cest-a-dire || f||oc € Af.




2. Soient (fn)new C M et f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que ||f, — f|lcc — 0 quand n — co (on dit que f, — f
essentiellement uniformément). Montrer que f, — f presque uniformément.
corrigé
Pour tout n € IN, il existe A, € T t.q. m(Ay,) =0 et |(fn — [)(@)] < ||fn — flleo POUr tout
x € AS. Onpose A =UpenwAy,. Onadonc A e T, m(A) =0, |(f, — f)(x) <|fn— fllec pour
tout © € A°. Comme || f,, — f|loc — 0 quand n — oo, on en déduit que f, — f uniformément
sur A°. Enfin, comme m(A) < & pour tout € > 0, on a bien montré la convergence presque
uniforme de f, vers f.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E,T,m), (fn)new €t f),
montrer qu’on peut avoir f, — f presque uniformément, quand n — oo, et || fn — f|loo # 0.

corrigé

On prend, par exemple, (E,T,m) = (IR,B(IR),\), f =0et f, = 1[07%] pour tout n € IN*.

Soit & > 0. On choisit A = [0, €], de sorte que m(A) = . On a bien f,, — 0 uniformément
sur A¢, quand n — oo, car f, = 0 sur A° pour tout n t.q. % < e. Donc, f, — f presque
uniformément quand n — oo.

Mais f, ne tends pas vers 0 essentiellement uniformément, quand n — oo, car ||fnllec = 1
pour tout n € IN* (en effet, f,, < 1 sur tout R, f,, = 1 sur [0, %]) et ([0, %]) > 0, pour tout
n € IN*).

Exercice 4 (Une caractérisation de l’intégrabilité)

Soient (E,T,m) un espace mesuré fini, v une fonction mesurable de E dans IR. Pour n € IN, on pose
A, ={z € E|lu(z)| >n} et B, ={z € E,n<|f(x)] <n+1}.

—+o00 —+o0
/|u|dm < 400 & an(Bn) < 400 & Zm(An) < +o0. (8)
n=0 n=0

corrigé
On remarque tout d’abord que B, A,, € T pour tout n € IN et que :

S nlp, <lul< Y (n+D)lp,.

nelN nelN
On en déduit (en utilisant le théoréme de convergence monotone et la monotonie de U'intégrale) que :
> nm(B,) < /|u|dm < > (n+1)m(By). (9)
nelN nelN

Si [ |uldm < 400, on a donc Y, o nm(By) < oc.

Réciproquement, si ) -nnm(B,) < oo, on a aussi ». n(n+ 1)m(B,) < oo car Y . m(By,) <
m(E) < oo (remarquer que B, N B, =0 si n # m). On déduit donc de (9) que [ |u|dm < +oc.



On a ainsi montré que :

—+oo
/|u|dm < 400 & Z nm(By). (10)
n=0
Pour terminer la question, il suffit de montrer que :
—+oo —+oo
an(Bn) < 400 & Zm(An) < +o0. (11)
n=0 n=0

Pour montrer (11), on remarque que B,, = A, \ A, 41 pour tout n € IN et donc, comme B,,;1 C A, et
que m(Apy1) <m(Ay) <m(F) < oo :

m(B,) =m(A,) — m(A,q1).

On en déduit que, pour tout n € IN, 337 pm(By) = 37 _opm(Ay)=>0_opm(Ap1) = >0 _opm(Ay)—
S p— D)m(A,) = > g1 M(Ap) = nm(Ay41). On a donc :

p=1

me(Bp) < Zm(Ap)a (12)

et :
S m(Ay) = S pm(By) + nm(Ans). (13)
p=1 p=0
Si 3220 m(A,) < +oo, on déduit donc de (12) que Y% nm(B,) < +oo.
Réciproquement, si > %% nm(B,,) < +00. On a, par (10), [ |uldm < co et donc, comme nl4,,, < |ul,
on a aussi nm(An41) < [|uldm < co. On déduit donc de (13) que >°°_  m(A4,) < oco. Comme
m(Ag) < m(E) < oo, on a bien finalement > m(4,) < occ.

On a bien montré (11), ce qui termine la question.




