
1 
 

 

 
  

אא
252008 

א :א א: אא 

א :א א:3

  
א 

 
:
 

א
אא

א 

  
א

 
: 

  

  
7  

 
 ن  3,5

 
  

 
0,5 
 

  

 
1 
 
 

  

 
 
1 
 
 
 
 
1 
 
 
 

 قطن  6
 
  
 
 

0,75 
 

0,75 
 

0,5 
 
  
 

 
0,5 

  

 
1 
 
1 
 

1  
 

0,5 
 
  
  

 

  
אאW            

                      

}                  : بين أن  -أ   .1 }
22 3 2 11 : 2 1

1 1
x xx x

x x
+ +∀ ∈ − − = + +
+ +

 . 

                             :            استنتج قيمة التكامل  - ب            
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                      :       باستعمال المكاملة بالأجزاء ، أحسب التكامل التالي  .2
1

0
xxe dxJ −= ∫                   

 

1                 :                                                  أحسب التكامل  .3
1 ln( )

e

e
K x dx

x
= ∫  

  
אאW         

  
): ، نضع من المجموعة zلكل                           ) ( ) ( )3 28 3 25 24 75z z i z i z iP = − + + + −   

  
):          حل في المجموعة ، المعادلة التالية . 1 ) 2 8 25 0:E zz − + =  

)بين أن المعادلة . 2 ) 0zP   .صرفا يجب تحديده  0zتقبل حلا تخيليا  =

)         :  بحيث  bو aالعددين الحقيقيينحدد . 3 ) ( )( )2: 3Pz z z i z az b∀ ∈ = − + +   

)نعتبر في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم . 4 ), ,O u v النقط ،A وB وC وD  التي ألحاقها على  

1:   التوالي هي     2A iz = − 4و  + 3Bz i= 3Czو  + i=  4و 3Dz i= − .  
  .Dو Cو Bو Aمثل النقط    -أ         

1:    بين أن    - ب     
5

C A

D A

z z i
z z

− =
−

2:    و أن    
3

BC

D B

z z i
z z

− = −
−

.  

  . BCDو  ACDاستنتج طبيعة المثلثين    -جـ     
)تنتمي إلى دائرة  Dو Cو Bو Aبين أن النقط  -د        )Γ محددا شعاعها ولحق مرآزها.  

  . tبالإزاحة  Cصورة النقطة Eحدد لحق النقطة.   ADالتي متجهتها   tنعتبر الإزاحة.   5
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:     بما يلي  الدالة العددية المعرفة على  fلتكن                     

  ( ) ( )
( )

3

2

ln 1 ; 0

4 3 ; 0

f x x x

f x x x x x

⎧
⎪
⎨
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= − <

= − ≥  

)وليكن                       )fC المنحنى الممثل للدالةf في المستوىP المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم( ), ,O i j.  

 . 0صلة في النقطة تم fبين أن -أ   .1

: نذآر بأن . (   0قابلة للإشتقاق في النقطة   fبين أن الدالة - ب
( )

0

ln 1
1lim

x

t
t→

+
=   ( 

⎤0,بين أن الدالة تناقصية على آل من المجالين .2 ⎡⎦ ⎡,1و  ∞−⎣ ⎡⎣ ⎡0,1، وتزايدية على المجال ∞+⎣ ⎤⎣ ⎦ . 

):  أحسب النهايتين التاليتين  -أ   .3 )limx f x
→−∞

)و     )limx f x
→+∞

 . 

:  تحقق من أن  - ب
( ) ( ) ( )3ln 13ln

,0 :
xf x x

x x x
x

−

⎤ ⎡⎦ ⎣
−−

−∞ +∀ ∈ = .  

)أدرس الفرعين اللانهائيين للمنحنى -جـ )fC  . 

)أنشئ المنحنى .4 )fC . 

⎤0,على المجال fقصور الدالة  hليكن .5 ⎡⎦ ⎣−∞. 

1hتقبل دالة عكسية  hبين أن  -أ     .يتم تحديده Jمعرفة على مجال −
)حدد  - ب )1 xh  .Jمن المجال xلكل  −

)نعتبر المتتالية العددية  .6 )n nu
∈

 :المعرفة بما يلي  
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4:        بين بالترجع أن  -أ    1
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)بين أن المتتالية  - ب  )n nu
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 . متقاربة ، ثم أحسب نهايتها 
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אא
252008  

אאא 
אWא 

Wאא

}ليكن   -أ.  1 }1x ∈ −   : لدینا .  −
( )( ) 2 22 1 1 11 2 2 1 1 2 3 22 1

1 1 1 1
x x x x x x xx

x x x x
+ + + + + + + + ++ + = = =

+ + + +
 .  

)                             :  لدینا   -ب     )
2 11 1 2
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2 3 2 12 1 l 2n 1
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ln 2x x dx x dx x x x
x x

⎡ ⎤
⎣ ⎦

+ + = + + = + + + =
+ +

+∫ ∫.  

):                  باستعمال المكاملة بالأجزاء ، نجد  . 2 ) ( )1 1 11

00 0 0
x x x xxe dx x e dx xe x e dxJ − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

′ ′= − = − −= ∫ ∫ ∫  

                                                             ( )1 11 1 1 1
00

1 21x xJ e e dx e e e e
e

− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦= − − − = − − = − − = −−∫  

lnلنحدد إشارة . 3 x  على المجال
1 ,e
e

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

  :  لدینا .  

                                                       
  

  : باستعمال علاقة شال ، نحصل على ما یلي     

                            ( ) ( )
1
1 1

1 1ln ln
e

e
x dx x dx

x x
= − +∫ ∫ ( ) ( )
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e e
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K = += ∫ ∫ ∫  
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1
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                                                                       ( ) ( )
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1
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e

e

K x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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אאW 
  

)      : نضع ،  من  zلكل                          ) ( ) ( )3 28 3 25 24 75z z i z i z iP = − + + + −.  
  
): المعادلة التالية  لنحل في المجموعة .  1 ) 2 8 25 0:E zz − + = .  

): لدینا       ) ( )2 22 4 1 25 16 25 9 3b ac i′ ′∆ = − = − − × = − = − )للمعادلة: إذن .  = )E  حلين عقدیين مترافقين هما:  

1 4 3b iz i
a

′ ′− + −∆= = 2و                   + 4 3b iz i
a

′ ′− − −∆= = − .  

)ومنه فإن مجموعة حلول المعادلة     )E  هي       :            { }4 3 , 4 3S i i= − + .  
  
0ليكن    . 2 iyz yبحيث   = )، حلا تخيليا صرفا للمعادلة  ∋ ) 0P z   :إذن .  =
  

-  1  -   
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( ) ( ) ( )
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2
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0 8 3 25 24 75 0

8 3 25 24 75 0
8 24 3 25 75 0

8 24 0
3 25 75 0

8 3 0

3 25 75 0

0 3
3 25 75 0

0 3

P z z i z i z i
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y y i y y y
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y y y

y y

y y y

y أو y
y y y

P z y

⎧⎪
⎨
⎪⎩
⎧⎪
⎨
⎪⎩
⎧⎪
⎨
⎪⎩

= ⇔ − + + + − =

⇔ − + + + − =

⇔ − + − + + − =

− =
⇔

− + + − =

− =
⇔

− + + − =

= =
⇔

− + + − =

= ⇔ =

  

0وبالتالي فإن      3z i=   هو حل تخيلي صرف للمعادلة( ) 0P z = .  

0لدینا . 3 3z i=  جدر للحدودیة( )P z . إذن( )P z  3تقبل القسمة علىz i− .  
  

  .القسمة الأقليدية                                                              : 1طريقة      

 
8a: ومنه نستنتج أن          = 25bو      − = .  

  
  .آانت معاملات الحدود من نفس الدرجة متساوية تكون حدوديتان  مختصرتان متساويتين إذا وفقط إذا         : 2طريقة      

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 3 2 2

3 2

2

3 3 3 3

3 3 3
3 8 3
3 25 24

3 75
8

3
25

z z i z az b z z az bz iz aiz bi

z z a i z b ai z bi
a i i
b ai i

bi i
a

z z i z az b
b

P P
P

P

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎧
⎨
⎩

= − + + ⇔ = + + − − −

= + − + − −
− = − −
− = +

− = −

= −
= − + +

=

⇔

⇔

⇔

  

  

)المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر Pفي المستوى العقدي. 4 ), ,O u vنعتبر النقط  ،A وB وC وD  التي ألحاقها على   

1            :التوالي هي     2A iz = − 4  و   + 3Bz i= 3Cz   و   + i=   4   و 3Dz i= − .  
  : Pفي المستوى العقدي Dو Cو Bو Aتمثيل النقط   -أ   
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:                                              لدینا  -ب   
( )

( )
( )
( )

3 1 2 11 1
5 5 54 3 1 2 5 1

C A

D A

i i i iz z i i
z z ii i i

− − + −− += = = =
− −− − − + −

  

                                                                  
( )

( ) 2

3 4 3 4 2 2 2
6 3 334 3 4 3

BC

D B

i iz z i i
z z i i ii i

− +− −= = = = = −
− −− − +

  

1: لدینا  -جـ  
5

1 ,
5 2

C A

D A
i

z z
z z

π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=
− =
−

) : إذن .   ), 2
2

AD AC π π⎡ ⎤⎣   .Aقائم الزاویة في ACDومنه فإن المثلث .  ≡⎦

 :ولدینا       
2 ,
3 2

2
3

BC

D B

z z
z z

i π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− = −
−

− ): إذن . = ), 2
2

BD BC π π⎡ ⎤⎣ ⎦≡   قائم الزاویة في BCDومنه فإن المثلث.  −

  .Bالنقطة       
)، فإنه محاط بالدائرة Aالزاویة فيقائم مثلث  ACDبما أن -د  )Γ التي أحد أقطارها[ ]CD وبما أن ،BCD  قائم الزاویة فيمثلثB  ،  

]فإنه محاط بالدائرة التي أحد أقطارها      ]CD أي بالدائرة ،( )Γ  .وبالتالي فإن النقطA وB وC وD تنتمي إلى الدائرة( )Γ و ،  

)مرآز الدائرة:  لدینا       )Γ هو النقطةΩ منتصف القطعة[ ]CD 3: والتي لحقها 3 24
2 2

DCz z i iz Ω
+ + −= = = .  

)شعاع الدائرة              )Γ   هو( )2 21 2 2 3 2 2 33 1Az z i iR A Ω− = − + − = − + = − + == Ω = .  

  :لدینا . 5
( )AD

D EA C

C E AD CE
z z z z

t = ⇔ =
⇔ − = −

  

):                           إذن       )3 3 21 2 54E D A Cz z z i i i iz = − + = − − − + + −= .  
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אאW 

:                                  الدالة العددیة المعرفة بما یلي  fلتكن                         
( ) ( )

( )

3

2

ln 1 ; 0

4 3 ; 0

f x x x

f x x x x x

⎧⎪
⎨
⎪⎩

= − <

= − ≥
  

)وليكن                         )fC  المنحنى الممثل للدالةf في المستوى( )P  المنسوب  إلى معلم متعامد ممنظم( ), ,O i j .  

): لدینا  -أ.  1 ) ( )2
0 0

4 3 0lim lim
x x

f x x x x f
+ +→ →

= − )و  = ) ( )3

0 0
ln 1 ln1 0 (0)lim lim

x x
f x x f

− −→ →
= − = = =  

): إذن          ) ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
+ −→ →

=   . 0دالة متصلة في النقطة  fومنه فإن.  =

)                                          :لدینا  -ب    ) ( ) 2

0 0 0

0 4 3 4 3 0
0

lim lim lim
x x x

f x f x x x x x
x x+ + +→ → →

− −= = − =
−

  .  

)و   0قابلة للإشتقاق على اليمين في  fإذن         )0 0df ′ =.  

)نضع          )3t x= إذن  .  −
0
0

x
t

−

  : ومنه فإن .  →+

        
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

33
32 2

30 0 0 0

ln 1ln 10 ln 1
lim lim lim lim 0

0x x x t

xxf x f t
x t

x x tx− − − +→ → → →

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −−− +
= = × − = × − =

− −
  

)و   0في  سارقابلة للإشتقاق على الي fإذن         )0 0gf ′ =.  

)وبما أن          ) ( )0 0 0g df f′ ′= ):      ولدینا  0قابلة للإشتقاق في النقطة  f، فإن = )0 0f ′ = .  

0x, ليكن. 2 ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ ): لدینا .  ∞− ) ( )( ) ( ) 2

3

3
3

3

1
ln 1

1
3 0

1
x
x

x
f x x

x

′−′′ = − =
−

=
−

− 23: ، لأن  > 0x− 31و > 0x− >.  

⎤0, على المجال  تناقصيةدالة  fإذن    ⎡⎦ ⎣−∞.  

x,0ليكن     ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ ): لدینا . ∞+ ) ( ) ( )2 14 3 4 6 4 6
2

x x x x x x x x x x x x
x

f
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′′= − = + − = + × −′  

                                                 ( ) ( ) ( )
2

4 6 1
1

6 66 1x x xx x x x x x
x

f x⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − = −=
+

−=′ −  

)ومنه فإن إشارة     )xf ⎤,0على المجال ′ ⎡⎦ 1هي إشارة  ∞+⎣ x−  ولدینا ،:  

  
⎡,1 على المجال  تناقصيةدالة  fإذن     ⎡⎣ ⎡0,1على المجال  و تزايدية،  ∞+⎣ ⎤⎣ ⎦.  

):         لدینا   - أ. 3 ) ( ) ( ) ( )24 3 4 3lim lim lim
x x x

f x x x x x x x
→+∞ →∞ →+∞

= − = − = +∞ × −∞ = −∞.  

31tنضع          x= إذن .  −
x

t
−∞

→ ) :  ومنه فإن  ، ∞+ ) ( )3ln 1 lnlim lim lim
x t t

f x x t
→−∞ →+∞ →+∞

= − = = +∞.  

0x,ليكن  -ب   ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ :       لدینا .  ∞−
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 33 3 3ln ln 1ln 1 ln ln 1ln3

x xx x xx
x x x x

−− −− + −− − + −−
+ = =  

                                                                
( )( ) ( ) ( )3 3 3ln 1 ln 1x x x f x
x x x

−− − −
= = =  

  
-  4  -  



אWא   2‐Bac‐SP & 2‐Bac‐SVT.  אא252008  

):   نعلم أن   -جـ   )lim
x

f x
→+∞

−∞=  .  

): ولدینا       ) ( )
24 3 4 3lim lim limx x x

f x x x x x x
x x→+∞ →+∞ →+∞

−= = − = −∞ .  

)إذن       )fC  اتجاهه محور الأراتيب،  ∞+، بجوارفرعا شلجميایقبل.  

): ونعلم أن       )lim
x

f x
→−∞

+∞=  .  

tنضع       x= إذن .  −
x

t
−∞

→ +∞  .  

      : ومنه فإن     
( ) ( ) ( ) 33

1
n 0

ln 1
l3

ln 1ln3lim lim limx x t
t t

t t

xf x x
x x x

−

→−∞ →−∞ →+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
= − − =

−−
= +.  

)إذن       )fC  فاصيلاتجاهه محور الأ،  ∞−، بجوارفرعا شلجميایقبل.  

)إنشاء المنحنى. 4 )fC       :  

  
⎤0,دالة متصلة وتناقصية قطعا على المجال  hلدینا  - أ. 5 ⎡⎦ 1h تقبل دالة عكسية hإذن.  ∞−⎣   معرفة من المجال  −

       ( ) ( ) ( )
0

,0 lim , lim 0,
xx

h x h xJ h
+ →−∞→

⎤ ⎡⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎥ ⎢⎦ ⎣
−∞ = = 0I,  نحو المجال    =∞+ ⎤ ⎡⎦ ⎣−∞= .  

  :لدینا   - ب  

( )

1

1

0, ,0:
x

h
x y h

−

−

⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎦ ⎣ ⎦ ⎣+∞ −∞→
=
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x,0ليكن        ⎤ ⎡⎦ 0y,و   ∋∞+⎣ ⎤ ⎡⎦ ⎣∈ ): بحيث   ∞− )1 xy h   ؟   xینبغي تحدیده بدلالة =−

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

3

3

3

3

3

3

31

ln 1

1
1

1

1

1 , ! 0

1

x

x

x

x

x

x

y h x h y x
y x

y e
y e

y e

y e

y e y

y h x y e

−

−

= ⇔ =

⇔ − =

⇔ − =
⇔ − = −

⇔ − = −

⇔ − = −

⇔ − = − <

= ⇔ = − −

  

):          وبالتالي فإن      ) 310, : 1xh x ex −⎤ ⎡⎦ ⎣ = −+∞ −∀ ∈  

)نعتبر المتتالية العددیة . 6 )n nu
∈

  :المعرفة آما یلي  

( )
0

2
1

4
9

4 3 ;nn n nn f u

u

u u u u n+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩ =

=

− ∈
  

0nمن أجل   -أ     0 ، لدینا  =
4
9

u 0: ، إذن  =
4 1
9

u≤ ≤ .  

nليكن          4 : نفترض أن    –.    ∋ 1
9 nu≤ ≤ .  

1: نبين أن    –                                
4 1
9 nu +≤ ≤ .  

4  تزایدیة  على المجال f: لدینا                                       ,1
9

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 .  

):  إدن                                      ) ( ) 1 1
4 481
9 81

4 41 1 1
9 9nn n nuu f f f u u+ +

⎛ ⎞ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

48:    لأن                                    
81

4
9

≤ .  

4   : وبالتالي فإن          1
9

: nun ≤∀ ∈ ≤ .  

nليكن  -ب    ):                               لدینا .  ∋ )2
1 4 3 4 3 1n n n n n n n nn u u u u u u u uu + − = − − = − −   

                                   ( ) ( )3 3 1 3 1 1n n n n n n n nu u u u u u u u⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − + − = − − −  

                                                                                                  ( )( )1 1 3 1n n n nn u u u uu + − = − −  

4 وبما أن         1
9 nu≤ 0nu        : ، فإن  ≥ 1و  ≤ 1 1 0n n nu uu ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≥          

:          و                                            
2 1 2 3 3 1 3 1 2
3 n n nu u u≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ − ≤  

:1  : إذن         0nnn u u+∀ ∈ − )ومنه فإن .  ≤ )n nu
∈

  .متتالية تزایدیة 
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 .البرهان بالترجع             : 2طريقة  
0nمن أجل   0:  ، لدینا  =

4
9

u )و    = )1 0
4 48
9 81

f fu u ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 : إذن .   0u u≥ . 

nليكن   1: نفترض أن   –.     ∋ nnu u+ ≥ . 
2 :ونبين أن   –        1n nu u+ +≥.  

4  تزایدیة  على المجال fنعلم أن              ,1
9

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

:4وأن   1
9 nn u∀ ∈ ≤ ≤ .  

)                  : إذن              ) ( )1 1

2 1

n nn n

n n

f fu u u u
u u

+ +

+ +

≥ ⇒ ≥
⇒ ≥

  

:1  : وبالتالي فإن    nnn u u+∀ ∈ ≥. 

)وعليه فإن )n nu
∈

  .متتالية تزایدیة 

)بما أن  -جـ    )n nu
∈

  :، فإنها متقاربة ، وبما أن  1متتالية تزایدیة ومكبورة بالعدد  

 f 4متصلة على المجال ,1
9

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 . 

 f  4على المجالوتزایدیة قطعا  متصلة ,1
9

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

): إذن  .  )4 4 48 4,1 , 1 ,1 ,1
9 9 81 9

f f f⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⊂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎣ ⎦
 . 

 0
4 4 ,1
9 9

u ⎡ ⎤
∈ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
= . 

 ( )n nu
∈

 .lمتتالية متقاربة نهایتها  

):       فإن         )l lf=     و
4 ,19l ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

∈ .  

  

4 :  وبما أن        ,19l ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1l  : ،  فإن  ∋ lim                : وبالتالي فإن .  = 1nn
u

→+∞
=.  

  
  
  

)تمثيل حدود المتتالية العددية       )n nu
∈

 Archimède II plusباستعمال البرنام                          :على محور الأفاصيل  

 

)الأولى للمتتالية العددية ثمانيةحساب الحدود ال       )n nu
∈

             Maple 8باستعمال البرنام             : −3910 إلى 
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> f:=x->4*x*sqrt(x)-3*x^2; 
 

> u||0:=4/9; 

 

> for n from 0 to 7 do u||(n+1):=evalf ( f(u||n),40) end do; 
>  
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 := f  → x  − 4 x x 3 x2

 := u0
4
9

 := u1 .5925925925925925925925925925925925925926

:= u2 .771214019496430399765540178705775003857

:= u3 .924770145160219732615854802614175415392

:= u4 .991620265837260128814475447447728689792

:= u5 .999894817653372624921308101428513339064

:= u6 .999999983405301865062068449925712595782

:= u7 .999999999999999586923991857909924819865

:= u8 .999999999999999999999999999999744052317


